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R&sum&La r&solution de ~~quation de ltnergie a et6 effectuie dam le cas d’un tcoulement laminaire entre 
deux cyfindres coaxiaux isothermes maintenant un gradient constant dans la couche annulaire. L’Cvolution 
du champ de temp&ature le long des tubes a bt;i: obtenue B I’aide de la methode de Galerkin ainsi qu’avec un 
modkle numerique aux di&rences finies pour plusieurs rapports de rayons. Le transfert de chaieur entre les 
deux tubes, caract&& par les nombres de Nusselt exttrieur et inthrieur, ainsi que la temperature de mtlange 
ont 6tit dbtermin&s en fonction de la longueur r&duite des deux tubes. La comparaison des solutions obtenues 
par diR5rences finies et par la mtthode de Galerkin, pour plusieurs fonctions d’essais, fait apparaitre une 

bonne concordance. 

NOMENCLATURE 
diffus~vit~ du fluide: 2, composante axiale adim~nsio~~elle du 

fonction intervenant dans le d&vefoppement 
de la temp&ature; 

nombre de Nusselt local extkrieur, 

cylindre, z = 5; 
ri 

z’, composante axial du cylindre. 

Symboles grecs t?T, 
Nu,= --RLogRI,-l,_; 

nombre de Nusselt local intCrieur, 
i?T, 

nombre de P&let, Pe = 
Wori 
-= RePr; 

n 

nombre de Prandti, Pr = z; 
u 

composante radiale adimensionnelle, 

y zz -. 

ri' 
rayon du cylindre extt-rieur; 
rayon du cytindre intCrieur ; 
composante radiale; 
grandeur ~ract~ristique de la 

configuration annulaire, R = 5; 
ri 

Wori nombre de Reynolds, Re = m’ 
v ’ 

temp&ature adimensionnelle en chaque 
T’--T 

point du Auide, T = ---?. 
T<-T,’ 

tem~rature du cytindre exttrieur; 
temp&rature du cylindre intkrieur; 
dtveloppement i I’ordre N de la 

i = N 

tempkrature, TV = fp(r)- 1 Q&Wi(r); 

i=l 

temp&ature en chaque point du fluide; 
vitesse adimensionnelle en chaque point 

du fiuide, W = &: 

vitesse dibitante du fluide i travers 
toute section droite; 
vitesse en chaque point du fluide; 

“I, 

drb 

yi(rb 

viscositC cinkmatique du fluide; 
expression adimensionnelle de la 
temptrature pour z infini ; 
fonction d’essai. 

I. INTRODUCTION 

LE PROBL~ME de la convection thermique dans un tube, 
en rigime laminaire, a Ctt: abordi: par de nombreux 
auteurs depuis Ies travaux de Graetz et de Nusselt. 
Nous citerons les travaux effectues par Abramo~tz 
[I], Singh [Z] et de Jones [3] qui, sans nBgliger la 
conduction axiale a obtenu la solution de ce probleme 
oti les valeurs propres sont don&es sous forme d’un 
d&veloppement asymptotique. La &om&trie &udi&e ici 
implique l’introduction d’un paramktre sup- 
plkmentaire: le rapport des rayons interieur et ex- 
ttrieur; la distribution de vitesse dans la couche 
annulaire dCtermin&e par resolution de IBquation de 
quantiti: de mouvement est suppos&e connue et in- 
troduite dam I’bquation de l’knergie et celle-ci est 
ensuite r&solue par la mCthode de Galerkin dtveloppte 
dans les ouvrages de Kantorovi~h et Krylov [4], 
Finlayson [S] et Lions [6]. Les rCsultats don&s pour 
diverses fonctions d’essais et plusieurs degrCs 
d’approximation sent analy&. Ce probltme 
d%volution a aussi Cti: abordt: par la mCthode des 
diffttrences finies et les rCsultats obtenus compar&s avee 
ceux de la mt?thode prtc&dente. Les avantages et 
inconvenients des deux mCthodes sent aussi com- 
ment&s. 

La temptrature de mtlange dans la couche et les 
nombres de Nusselt locaux extkrieur et interieur sont 
dtduits des calculs pour plusieurs valeurs du rapport 
des rayons. 
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2. FORMULATION DU PROBLEME 

II s’agit de t’ecoulement laminaire d’un fuide incom- 
pressible entre deux cylindres infinis de rayons in- 
terieur ri et de rayon exterieur re. Les cylindres 
interieur et exterieur, supposes impermtables et iso- 
thermes, sont maintenus respectivement a la tempba- 
ture 7; et T, avec 7; > T,. 

L’equation de l’energie, pour un Ccoulement de 
Poiseuilie annulaire. dans le cas oh on ntglige la 
conduction longitudinale, s’tcrit : 

2ZT’ 1 iiT’ iiT’ 
a --f-- 

Fr’2 r’ &’ J 
-W(r’)-=O 

dz’ 

OiI 

2WnCr? W(C) = - 
- r” + (r,’ -rf) Log(~‘/r~)~Log(r~~ri)] ~~ 
r,2 + r? - (r,” -rF)/Log(r,/r,) 

a reprbente la diffusivite thermique du fluide, W, la Le second membre de cette equation &ant negatif quel 
vitesse dtbitante du fluide a travers une section droite que soit z, la fonction de z, Jf rW(r)U' dr, est dt- 
du conduit annulaire, r’ la coordonnee radiale et z’ la croissante, mais comme elle est nulle pour z = 0, 
coordonnke axiale du cylindre. I1 n’y a pas de puisque U(r,O) = 0 b’r~]l,R], on a J”frW(r)U’dr 
coordonnee angulaire, le probleme Ctant suppose = 0, Cependant rW(r) > 0 implique U(r, z) = 0, soit 
axisymttrique. T, = T,. 

Les conditions aux limites pour ce probleme se 
prtsentent sous la forme : 

T’fr, z’) = 7; VZ’E]~, 33[, 

T)(rer z’ ) = T, VZ’E[O, a[, 

T’(r’, 0) = T, Vr’E]ri, r,] ; 

le regime dynamique est suppose Ctabli en 2’ = 0. 
L’equation de l’energie est rendue adimensionnelle 

par les grandeurs de reference suivantes: 

W(r) = !!I =‘ r’ 
w,; 

z=--‘ 
r ,1 r=‘.i; 

(b) ~~t~rrn~nation tune solution ap~rQch~e 
Pour z tendant vers I’infini, la temperature n’est plus 

fonction de z et l’equation (1) admet pour solution la 
fonction 

4”(r) = 1 - 2gr 
LogR’ 

vkriftant les conditions aux limites. 
On pose : 

TN(r, Z) = v(r) - 5 ai(z)Yi(r) 
i=l 

(5) 

(ou les grandeurs reelles sont designees par un prime). 
Ainsi I’equation de l’energie rendue adimensionnelle 

s’ttcrit : 
FT 
3+t$-PeW(r)~=0 (1) 

Oh 

W(r) = 
-2(r’-I-(R’-l)Logr/LogR) 

R’+l-(R2-l)/LogR 

et oti Pe = WerJaest le nombre de P&let ; aveccomme 
conditions aux Iimites: 

T(l,z) = 1 VZE]O, X[, (2) 

T(R, 2) = 0 VZE[O, x:[, (3) 

7’(r,O) = 0 VrGJl,RJ. (4) 

3. METHODE DE GALERKIN 

(a) Uniciti 
Montrons que, pour le probleme ainsi post?, il existe 

au plus une seule solution. En effet, soient T1 et T2 deux 
solutions differentes de ce probleme, vhrifiant 
l’equation (1)et les trois conditions aux limites (2)-(4); 
la difference U = T, - T2 verifie dans ces conditions 

f’equation (1) et les trois conditions aux limites 
suivantes : 

U(l.z)=O ViZEJO,CX-[’ 

U(R,z)=O \y’z~[O,r[, 

U(r,O)=O VrEJl,R]. 

~uitiplions par rG ~~quation (1) oi T et& remplace 
par U et inttgrons entre 1 et R, nous obtenons: 

ce qui donne : 

et on exige que TN@, z) satisfasse au systeme (i)-(4). Si 
nous prenons les fonctions d’essais verifiant : 

Y,(l) = 0 V,E 11, N] (6) 

Y’,(R) = 0 Vic[l, N], (7) 

les deux conditions aux limites (2) et (3) se trouvent 
ainsi vbrifites. 

La mtthode de Galerkin consiste a se donner 
d’abord les fonctions d’essais vbrifiant les conditions 
(6) et (7) et Ie problime de depart se reduit a la 
determination des fonctions ai verifiant : 

‘uf -t ‘Yi -Pe W(r)Y&) = 0 (8) 
r I 

avec : 

Logr 
p(r) = 1 - -. 

Log R 

On obtient le systeme differentiel qui determine les 
ai(z) en multipliant les deux equations (8) et (9) par les 
Yj(r),j variant de 1 a N. En integrant le resultat obtenu 



Convection entre deux cylindres coa 

entre 1 et R, on trouve 

N R 

c 4 z 
i=l .oj ( Y: + t_Y: Yjdr 

1 

1 
R 

- Pe a@) YjYidr = 0 (10) 
1 

R 
q(r)Ulj(r)dr - t ai 

P 

“Pi’I’jdr. (11) 
1 i=l 1 

Ce systeme now conduit a deux equations mat- 
ricielles: 

Ccl EaicZ)I = Pe[DI [4b11 
lKI Ldo)I = [GI 

ou la matrice Carrie [C] a pour elements: 

cji=~~(kP~+fl:)9jdr 

et la matrice carree [D] : 

i 

R 
dji = W(r)YiYjdr. 

1 

(12) 
(13) 

Dans Equation matricielle (13) exprimant la con- 
dition initiale, la matrice carree [H] a pour elements 

s 

R 
hji = YiYjdr 

1 

et la matrice colonne [G], 

s 

R 

Sj = qYjdr. 
I 

Le systeme (12) avec les conditions initiales (13) 
nous conduit ainsi aux deux equations matricielles 
suivantes: 

Pe[&)l = [.ct- ‘1 [C] [dzl] = [A] [a&)] (14) 

[%(a)] = [H- ‘I [G-J. (15) 

Ces deux equations representent un systeme diffe- 
rentiel lineaire d’ordre N avec conditions initiates. Pour 
resoudre un tel systeme nous supposerons que le choix 
des fonctions d’essais est tel que la matrice [A] 
= [D- ‘1 [C] soit une matrice diagonalisable et nous 
transformerons ainsi ce systeme dans le repere propre. 

Soit [Z] la matrice ayant pour vecteurs colonnes les 
vecteurs propres de [A]. Dans ce cas, nous obtenons: 

C&11 = P-1 E&%W 
oii I’exposant p se rapporte aux vecteurs &its dans 
le rep&e propre. Le systeme d’equations (14) et (15) 
nous conduit, moyennant quelques transformations 
simples, au systeme: 

[@)] = E~IE~(O)expt(o,z)/PeIl (16) 
[a@)] = [Z- ‘][H- ‘][G] (17) 

oh Ies wi sont les valeurs propres respectives associkes 
aux vaIeurs propres. On obtient ainsi: 

[al(z)] = [~][diagexp(w~z/Pe)][Z-‘][H-‘][G] (18) 

oti [diagexp(c+z/Pe)] represente la matrice diagonale 
et exp w,z/Pe reprtsente le terme de rang i. 
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De la connaissance des ai on deduit l’expression 
de la temperature en chacun des points de 
~~coulement. 

(c) DBtermination de la temphature de mhzge et des 
nombres de Nusselt 

La temperature de melange est definie par: 

T,(z)= jjyTwds/jjswds 

Oti 

jj 

Wds=n(R*-1) 
s 

disigne le debit volumique du Ruide. Lorsqu’on rem- 
place dam cette definition T par sa valuer approchtk 
TN, on obtient : 

Oh 

s R 

qWrdr = 2K $+(R’-1) 
1 

-3R2-7 + (R2-1) 
4 > 1 

14LogR” 

LogR 1 

‘:(R2_l) 

i 

avec: 

R=- 
2 

R2-1‘ 
R2+1 -- 

LogR 

I1 reste seuIement % determiner les integrales 
f: Y, Wr dr puisque les ai ont deja tte precedemment 
calcults. 

Le transfert de chaleur local sur les surfaces in- 
ttrieure et exterieure est caracterise par les expressions 
des nombres de Nusselt : 

ar 

et 
c?T 

Nu,(z) = -RLogR~-- tlR 

Lorsqu’on remptace T par TN donne par I’expression 
(5), on obtient : 

et 

-q’(l) + i Ui(Z)Y:(l) LOgR 
i=l ! 

NUT, = -q’(R) + t Ui(Z)Wi(R) R Log R. 
i=l > 

Ainsi l’expression des nombres de Nusseh s’en dMuit 
directement et sans nouveau calcul une fois le champ 
de temperature connu; cette methode prtsente done 
un grand avantage dans notre cas sur la mtthode des 
differences tkies. 
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(d) ~~teri~i~tat~o~ u~zul~tique da c~a~??p de tet~p~rat~4r~, pour iv > 1 est peu diff&rente du cas N = 1. ce risultat 
de la templwture de mClange et des wmhres de now a conduit par la suite h approcher la solution au 
Nusselt duns le cas N = 1 moyen de nouvclles fonctions J’essais. 

Un autre int6rit de la mkthode est de permettre 
I’obtention de la solution approchCe dans le cas N = I 
par simple integration et sans avoir recours i un calcul 
machine, ce calcul pour N = 1 pouvant donner, pour 

un choix convenable des fonctions d’essai Y, une 
bonne approximation de Ia sotution. Nous avons 
d’abord utilise les fonctions d’essais suivantes v&rifiant 

les conditions aux limites : 

Nous avons utilist: deux catkgories de fonctions 
vtrifiant Ies conditions aux limites qui sent, d’une part, 

d’oii. 

,‘R 

! 
TiYjdr =$(R-l)hij 

L 1 
Yi = [Logr(LogR-Logr)]’ 

Pour N = 1, nous awns obtenu : 

avec : 

6(R - 1) 
J, = LogR+2R+4 - _______- 

Log R 

f, = 2RLog2R-2LogR-12RLogR 

-12LogR+24R-24 

I,=2 

i 
I, = K[ -.$$R3 Log’ R+qR3 Log R 

-6RLogR+$$Log’R-6R”LogR 

++LogR--wR’-48R2+48R 

+w+ 120fR’- l)(R- I)/LogR] 

avec : 
7 

d’oti : 

k = _ _‘_-_-r-_.. 

R2+l _!k.! 
Log R 

q = 1 - 2; - [Logr(LogR-Logr)]~,~~}. 

Far rapport B la m&thode des diffkrences finies l&art 
sur la valeur de T ainsi dbterminte est de 3 x IO-’ pour 
z/Pe = 0,l et de 10-” pour z/Pe = 0,4. Nous avons de 
mtme pour la temptrature de mCIange: 

T, = 
Ii 

x 
y(rW(r)rdr-a,@) 

..l i 

R 
YI W(r)rdr / 

.1 1 1;’ 
niR”- 1) 

oh jTcpfr)W(r)rdr a dtjia ttC calcuE prCc&demment. 
Les nombres de Nusselt int&rieur et extkrieur sent dans 
ce cas: 

Nui = 1 -(LogR)(R - l)al(r) 

Nu, II- l+R(LogR)(R-l)a,(z). 

(e) ~~ter~zi~at~a~ num~r~que approc~~e, par la ~~~t~o~~e 
de Galerkin, du champ de ternphatwre, de la tem- 
pCrature de mt”fange et des nombres de Nusseit 

Pour les fonctions d’essais c&es pr~~demment. 
now avons constati: que la solution ne converge pas 
quand on augmente Net que I’approximation obtenue 

avec 
; 

6, = I pour i = i 

ci,,=O pour i#j 

et, d’autre part, 

Yi = [(r-l)(r--R)]i 

d’oti 

i 

R ((i+j)!y 
yiyjdr= (_]l)i+j__~- 

“1 

(2ti+jl+l)! (R-l)2’i+“+’ 

Pour ces deux fonctions d’essais la solution obtenue 
converge quand N augmente. Pour les Fonctions sinus, 
on constate qu’A partir de N = 6, les solutions ob- 
tenues sont identiques A 1 OF” pr& pour toute valeur de 
:,a l’exception d’une valeur trbs voisine de 2 = 0. oti ii a 
&tC nbcessaire de dkpasser N = 10 pour avoir une 
solution invariante partout. Pour 12s fonctions po- 

lynbmes, la convergence est obtenue B partir de N = I! 
et ce pour toute valeur de z $ l’exception de 2 = 0. 

4. METHODE DES DIFFERENCES FiNIES 

L’Cquation (I) est transform~e en ttquation aux 
diffkrences; I’algorithme est celui de la mCthode de 
Crank-Nicolson. De plus, r varie dc 1 <I R ct 
$Pe, de 0 it R(R- 1);) et les valuers des rapports 

de rayons explorts sont V/?, 2.4 et 16. 
Le maillage comprend 101 noeuds. 

L’espace m&moire est de 300 K. le temps de calcul de 
O,2 s par pS de temps et le nombre de pas de temps de 
I’ordre de 200. 

5. INTERPRETATION PHYSIQUE DES RESULTATS 

Nous avons ainsi dtttermini: la r&partition de tem- 
pCratures, ies nombres de Nusselt et la tempbrature 

moyemle pour les rapports de rayons suivants: ,, i, c, i; 7 

4 et 16. Ces di&rents calculs ont Ctt: effectuks par la 
m6thode de Gaferkin et celle des di&ences finies. Les 
r&s&tats ainsi obtenus sont rep&sent&s sur les gra- 
phiques suivants oh nous avons conpart: les diffkrentes 
approximations correspondant & N = 1, 2 et N = 15 
aux rCsultats obtenus B partir de la mtthode des 
diffkrences tinies et ce, pour les deux dernittres fonc- 
tions d’essais. 

II ressort de cette comparaison que la solution 
obtenue par la mCthode de Caferkin coincide parfaite- 
ment avec celle dCtermint?e par les diff&rences finies et 
ce, B partir de N 2 2 pour les fonctions polyn6mes et 
de N 2 6 pour les fonctions sinus. On voit sur les 
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Z/Pe 

FIG. 1. Champ de temperature pour R = 2 

R= 2 

R= 16 

4 

z/?e 

FIG. 2. Temperature de melange en fonction de la longueur reduite pour differentes valeurs de R. 

0, 

I-’ 

0 

I 

R=2 

I I 

0.2 0.4 

Z/Pe 

FIG. 3. Temperature de melange en fonction de la longueur reduite pour R = 2 et pour differentes valeurs de 
N avec des fonctions d’essais sous forme de sinus. La courbe correspondant a N = 15 coincide avec celle 

obtenue par les differences finies. 
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---- Polynomes 
- Sinus 

0.2 0.4 

Z/Pe 

FIG. 4. Comparaison de la tempkrature de mklange en fonction de la longueur rkduite dam le cas oi les 
fonctions d’essais sont des sinus ou des polynbmes. 

- Galerkm 
- - - - Differences flnles 

( 1 

I / Z/Pe 

FIG. 5. Nombre de Nusselt extbrieur en fonction de la longueur rkduite pour R = 2 et pour diffkrentes 
valeurs de N avec des fonctions d’essais sous forme de sinus. La courbe correspondant A N = I5 coincide avec 

celle obtenue par les diffkrences finies sauf au voisinage de z&o. 

I I 

0.2 04 

UPe 2 

FIG. 6. Nombre de Nusselt intkrieur en fonction de la longueur rkduite pour R = 2 et pour diffkrentes 
valeurs de N avec des fonctions d’essais sous forme de sinus. La courbe correspondant B N = 15 coi:ncide avec 

celle obtenue par les diffkrences finies. 
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- Galerkin 
-- - Differences finies 

FIG. 7. Nombre de Nusselt exterieur en fonction de la longueur rtduite pour R = 2 et R = 4. Les deux 
methodes de calcul donnent le m&me resultat sauf pour les faibles valeurs de .z/Pe et pour R = 4. 

- Galerkin 
- --- Differences fmies 

I I 

2 4 

Z/Pe 

FIG. 8. Nombre de Nusselt intbieur en fonction de la longueur rtduite pour R = 2 et R = 4. Les deux 

methodes de calcul donnent le mCme resultat sauf pour les faibles valeurs de z/Pe et dans le cas R = 4. 

courbes que la temperature de melange, les nombres de 
Nusselt et la longueur d’etablissement du regime 

thermique decroissent quand le rapport des rayons R 
croit. 

6. CONCLUSION 

Nous avons d’abord dans un premier temps de- 
montre I’unicite de la solution de Equation de 
l’energie dans le cas de l’ecoulement annulaire la- 
minaire. La methode de Galerkin nous a permis 
d’obtenir la solution developpee sous forme de fonc- 
tions d’essais et cela pour plusieurs valeurs du rapport 
des rayons des deux tubes. 

De la connaissance du champ de temperature entre 
les deux tubes, nous avons dtduit les expressions de la 
temperature de melange et des nombres de Nusselt 
exterieur et intirieur en fonction de la longueur reduite 
des tubes. 

La comparaison des resultats ainsi obtenus a ceux 
que nous avons determines avec un modele numtrique 
aux differences finies fait apparaitre’une bonne con- 
cordance. 
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CONVECTION BETWEEN TWO COAXIAL CYLINDERS IN A LAMINAR PERMANENT 
REGIME 

Abstract - Theequation ofenergy W;IS solved in the cause of a laminar flow between two isothermal coaxial 
cylinders maintaining a constant gradient in the annular layer. The evolution of the temperature field along 
the tubes was determined by using the Galerkin method, as well as a finite-difference numerical model for 
various radius ratios. The heat transfer between the two tubes, characterized by the outer and inner Nusselt 
numbers, as well as the mixture temperature were calculated as functions of the reduced length of the tubes. 
The comparison of the solutions found with finite-difference method and the Galerkin technique for various 

trial functions revealed a good agreement. 

KONVEKTION ZWISCHEN ZWEI KOAXIALEN ZYLINDERN IM 
DAUERNDEN LAMTNAREN STROMUNGSBEREICH 

Zusammenfassung-- Die Energiegleichung wurde im Falle einer laminaren Strijmung zwischen zwei 
koaxialen isothermen Zylindern, welche einen konstanten Temperaturgradienten in der ringfiirmigen 
Schicht halten, aufgelBst. Die Aenderung des Temperaturfelds llngs der RGhren wurde mit Hilfe der 
Galerkinschen Methode sowie eines numerischen Modells mit endlichen Differenzen fiir verschiedene 
Radiusverhdtnisse bestimmt. Die Wtimeiibertragung zwischen den RGhren, die durch die Lussere und 
innere Nusseltzahlen gekennzeichnet wird, sowie die Mischungstemperatur wurden in Abhgngigkeit van 
der reduzierten Riihrenltige berechnet. Der Vergleich der mit Hilfe der endlichen Differenzen und 
der Galerkinschen Methode fiir verschiedene Probefunktionen erhaltenen Lijsungen IHOt eine gute 

iibereinstimmung erkennen. 

JIAMMHAPHAH KOHBEKUMIt MEKaY LlBYMll KOAKCMAflbHbIMM LWiJIMHflPAMM 

AmiQTaqw- Pemetto ypa6HeHMe co*paHeHMn 3Hepmki .nnfl cnyrafl naMi4HapHoro TeqeHm Memny 

nByMR t,30Te,,MMYeCKMMM KOaKCManbHblMM LlMnMHnpaMM npM IIOCTORHHOM rpaL,MeHTe TeMnepaTypbI 

BKOnbUeBOMC,lOe. Pa3BHTHeTCMnepaTypHOrOnO.'Tn B,4OnbTpy6OIlpClleJl9.flOCbcnOMOLUblOMeTO&3 

,-anepK&5Ha H KOHeYHO-Pa3HOCTHOrO VHCneHHOrO MeTOE &W pa3nMVHblX OlHOlUCHMi? pa,WyCOB. 

Tennoo6MeHMexnyn~yM~rpy6aMM,onpenen~eMbl~ wcnaiw HyCCenbTamfl BHetuHeroki BHyTpeH- 

Hero UH~HH~~OB.~ Tame Temeparypa cMeci4 6brm paccwTaHb1 B 3awmm4ocm 0T npkfBeneHHoB 

,I,nMHbl Tpy6. CpaBHeHMe peLlleHMii, Ha!?neHHblX KOHe’lHO-pa7HOCTHblM MeTOnOM M MCTO;IOM ranep- 
KMHa&?R pa31PWHblX flpO6HblX ~yHKUM~.O6HaPyWlBaeT XOPOlUCeCOOTBeTCTBMC. 


