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Résumé—La résolution de Péquation de I'énergie a été effectuée dans le cas d’un écoulement laminaire entre
deux cylindres coaxiaux isothermes maintenant un gradient constant dans la couche annulaire. L’¢volution
du champ de température le long des tubes a £té obtenue a l'aide de la meéthode de Galerkin ainsi quavec un
modéle numérique aux différences finies pour plusieurs rapports de rayons. Le transfert de chaleur entre les
deux tubes, caractérisé par les nombres de Nusselt extérieur et intérieur, ainsi que la température de mélange
ont été déterminés en fonction de la longueur réduite des deux tubes. La comparaison des solutions obtenues
par differences finies et par la méthode de Galerkin, pour plusieurs fonctions d’essais, fait apparaitre une
bonne concordance.
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1. INTRODUCTION

LE PROBLEME de la convection thermique dans un tube,
en régime laminaire, a été abordé par de nombreux
auteurs depuis les travaux de Graetz et de Nusselt.
Nous citerons les travaux effectués par Abramowitz
[1], Singh [2] et de Jones [3] qui, sans négliger la
conduction axiale a obtenu la solution de ce probléme
ot les valeurs propres sont données sous forme d’un
développement asymptotique. La géométrie étudiée ici
implique lintroduction d'un paramétre sup-
plementaire: le rapport des rayons intérieur et ex-
térieur; la distribution de vitesse dans la couche
annulaire déterminée par résolution de I'équation de
quantité de mouvement est supposée connue et in-
troduite dans Péquation de Iénergie et celle-ci est
ensuite résolue par la méthode de Galerkin développée
dans les ouvrages de Kantorovich et Krylov [4],
Finlayson [5] et Lions [6]. Les résultats donnés pour
diverses fonctions d’essais et plusieurs degrés
d’approximation sont analysés. Ce probléeme
d’évolution a aussi été abordé par la méthode des
differences finies et les résultats obtenus comparés avec
ceux de la méthode précédente. Les avantages et
inconvénients des deux méthodes sont aussi com-
mentés.

La température de mélange dans la couche et les
nombres de Nusselt locaux extérieur et intérieur sont
déduits des calculs pour plusieurs valeurs du rapport
des rayons.



262 A. Mosrasi et J-P. CALTAGIRONE

2, FORMULATION DU PROBLEME

I1s’agit de 'écoulement laminaire d’un fluide incom-
pressible entre deux cylindres infinis de rayons in-
térieur r;, et de rayon extérieur r,. Les cylindres
Intérieur et extérieur, supposés imperméables et iso-
thermes, sont maintenus respectivement a la tempéra-
ture et T,avec 7, > T,

L'équation de I’énergie, pour un écoulement de
Poiseuille annulaire, dans le cas o0 on néglige la
conduction longitudinale, s’écrit:

T 16T W 6T'“0
AT T ey ") R
ou
W(I") — ZWO[rg "‘r,z + (I”f __1,12) Log(r)//re)/Log(re/’ri)]

re+1f—(r2 —ri)/Log(r,/r;)

a représente la diffusivité thermique du fluide, W} la
vitesse débitante du fluide a travers une section droite
du conduit annulaire, r’ la coordonnée radiale et z’ la
coordonnée axiale du cylindre. Il n’y a pas de
coordonnée ‘angulaire, le probléme étant supposé
axisymétrique.

Les conditions aux limites pour ce probléme se
présentent sous la forme:

T(r,z)=T, Vzel0, oo,
T(r.2)=T, VzZe[0, ],
T'r,0) =T, Vrelr,r.]:
le régime dynamique est supposé établien z’ =
L’équation de Pénergie est rendue adimensionnelle
par les grandeurs de référence suivantes:

{ou les grandeurs réelles sont désignées par un prime).
Ainsi 'tquation de I'énergie rendue adimensionnelle
s'écrit:

&*T 10T aT
L PeW(r) - = 1
&t ror ¢ (r)a: ()
ou
—2(r*—1—(R?*—1)Logr/LogR
W(r) = (r ( YLogr/LogR)

R4+ 1—(R?>—1)/LogR
et oli Pe = W, r;/aest le nombre de Péclet ; avec comme
conditions aux limites:

T2y =1 Vze]0, o], 2)
T(R,z)=0 Vze[0, oof, 3)
T(.0)=0 Vre]l,R]. @)

3. METHODE DE GALERKIN
(a) Unicitée
Montrons que, pour le probléme ainsi posé, il existe
au plus une seule solution. Eneffet, soient T et T, deux
solutions differentes de ce probléme, vérifiant
I’équation (1)et les trois conditions aux limites (2)-(4);
la différence U = T, — T, vérifie dans ces conditions

Pequation (1) et les trois conditions aux limites
suivantes:

U(l.z)=0 Vze]0, [,

U(R,2)=0 Vze[0, x[,

Ur,0)=0 vrel]l,R].

Multiplions par rU P'équation (1) ou T été remplacé
par U et intégrons entre 1 et R, nous obtenons:

R ou &
vl (g Pl
¢ Or\ or 2 ¢z
ce qui donne:

R - R /apUnd
Eff_ rW(r)Urdr | = ~ r(—) dr.
28z )y ( \or

Le second membre de cette équation étant négatif quel
que soit z, la fonction de z, [frW(r)U*dr, est dé-
croissante, mais comme elle est nulle pour z =0,
puisque U(r,0)=0 Vre]l,R], on a [frW(r)U%dr
= 0, Cependant rW(r) > 0 implique U(r, z} = 0, soit
T, =T

"R
J rW(r)U2dr l,
1 .

(b} Détermination d’une solution approchée

Pour z tendant vers l'infini, la température n’est plus
fonction de z et 'équation (1) admet pour solution la
fonction

Logr
== ] ————
o) LogR
vérifiant les conditions aux limites.
On pose:
N
Tulr, 2) = p(r) — Z ai(z)¥i(r) (5)

et on exige que T, (r, z) satisfasse au systéme (1)--(4). Si
nous prenons les fonctions d’essais vérifiant :

P(l)=0 v.e[1,N] (6)
Y(R)=0 Ve[L,N], (7}

les deux conditions aux limites (2) et (3) se trouvent
ainsi verifiées.

La méthode de Galerkin consiste & se donner
d’abord les fonctions d’essais vérifiant les conditions
(6) et (7) et le probléme de départ se réduit a la
détermination des fonctions a,(z) vérifiant:

N
)
=1

a,~(z)(‘?§’ + é‘l‘:) —Pe W(r}‘]’fai-(z)J ~0 (8)

N

p(r)= Y a(0O)W(r) Vre]l,R] )
i=1
avec:
_ Logr
o) =1- LogR’

On obtient le systéme differentiel qui détermine les
a,(z) en multipliant les deux équations (8) et (9) par les
W,(r),j variant de 1 4 N. Enintégrant le résultat obtenu
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entre 1 et R, on trouve
N R 1 R
Y a,-(z)J‘ (‘Pf + -;‘PZ-)‘Pj dr
i=1 1
R
»Peai{z)f ¥¥.dr =0 (10)
1

R N R
j P(rW,(r)dr = Zai(O)J. YW,dr. (1)
1 i=1 1

Ce systéme nous conduit a4 deux équations mat-
ricielles:

[C1{aiz)] = Pe[D][ai(z)]
[H][a(0)] = [G]

ol la matrice carrée [C] a pour &léments:

(12)
(13)

R 1 A
¢ = J <‘I’ + -\P;)\der
1 r

et la matrice carrée [D]:
R
d}i =J W(r)lP‘\PJdr
1

Dans I'équation matricielle (13} exprimant la con-
dition initiale, Ia matrice carrée [ H] a pour éléments

R
hji = J‘ \le{lj dr
1
et la matrice colonne [G],

R
g; = j (p‘?jdr.
1

Le systéme (12} avec les conditions initiales (13)
nous conduit ainsi aux deux équations matricielles
suivantes:

Pe[di(z)] = [D™"][C][ad2)] = [4][a(2)] (14)
[a0)] = [H™'][G]. (15)

Ces deux équations représentent un systéme diffé-
rentiel linéaire d’ordre N avec conditions initiales. Pour
résoudre un tel systéme nous supposerons que le choix
des fonctions d’essais est tel que la matrice [A]
= [D™'][C] soit une matrice diagonalisable et nous
transformerons ainsi ce systéme dans le repére propre.

Soit { Z] la matrice ayant pour vecteurs colonnes les
vecteurs propres de [ A]. Dans ce cas, nous obtenons:

[a(2)] = [Z][af(2)]
ou Pexposant p se rapporte aux vecteurs écrits dans
le repére propre. Le systéme d’équations (14) et (15)
nous conduit, moyennant quelques transformations
simples, au systéme:
[ai2)] = [Z][a?(0)exp((w;z)/Pe)] (16)
[a?(O)] = [z~ '}[H"'][G] (17)
ou les w; sont les valeurs propres respectives associées
aux valeurs propres. On obtient ainsi:

Ladz)] = [z][diagexp(w;z/Pe)][Z~ *][H']{G] (18)

ol [diagexp(w;z/Pe)] représente la matrice diagonale
et exp w;z/Pe représente le terme de rang i.
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De la connaissance des a;(z) on déduit I'expression
de la température en chacun des points de
Pécoulement.

(c) Détermination de la température de mélange et des
nombres de Nusselt
La température de mélange est définie par:

T,,,(z):JI Tst/Jj Wds
J\J' Wds=a{R*-1)

désigne le débit volumique du fluide. Lorsqu’on rem-
place dans cette définition T par sa valuer approchée
Ty, on obtient:

5 N[ (R
E(z):(Rz“l)[J o Wrdr

N R 7
~ ¥ dfz) j ‘PiW’r'er
f= ] 1

ol

ou

R
j oWrdr = 2K[%+(R2—-1)
1

~3R? -7 (Rz-—l)/
4 [ (R?—
A
avec:
K 2
T R -1
R*+1 ~
+1 LogR

Il reste seulement a déterminer les intégrales
{R W, Wr dr puisque les a,(z) ont déja &té précédemment
calculés.

Le transfert de chaleur local sur les surfaces in-
térieure et extérieure est caractérisé par les expressions
des nombres de Nusselt:

orT
Nu,z) = —LogR—é—*

r=1

et

T
Nu,(z})= —RLogR—
or

raR
Lorsqu’on remplace T par Ty donné par l'expression
(5), on obtient:

N

Nu(z) = (——cp'(n Ly a;(z)\v:-(l)) LogR
i=1

i=

et
N

Nu,(z) = (-—q)’(R) + Y a,-(z)‘l’;-(R)) RLogR.
i=1

Ainsi 'expression des nombres de Nusselt s'en déduit

directement et sans nouveau calcul une fois le champ

de température connu; cette méthode présente done

un grand avantage dans notre cas sur la méthode des

differences finies.
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(d) Détermination analytique du champ de température,
de la température de mélange et des nombres de
Nusselt dans le cas N = 1

Un autre intérét de la méthode est de permettre

P’obtention de la solution approchée danslecas N = |
par simple intégration et sans avoir recours a un calcul
machine, ce calcul pour N = 1 pouvant donner, pour
un choix convenable des fonctions d'essai W, une
bonne approximation de la solution. Nous avons
d’abord utilisé les fonctions d’essais suivantes vérifiant
les conditions aux limites:

¥, = [Logr(LogR—Logr)]’

Pour N = 1, nous avons obtenu:

() Jlex I, =
s} = — =
1 7, p

I, Pe
avec:
&R —1)
= 2R+4 — ——s
J, =LogR+2R+ LogR

J,=2RLog?R-2LogR—12RLogR
—12LogR +24R —24

/ 2 LogR\
I = 2(2 — =~ LogR — 7?*)

1, = K[ ~#3R*Log? R+%%R* LogR
—6RLogR+3 Log? R—6R*LogR
+482 Log R—3§3*R*—48R*+ 48R
+ 3825 L 120(R? ~ 1} (R —1)/LogR]

avec:
2
AR
LogR
d’ou:
Logr )
T,=1- i—(;gR -~ [Logr(Log R~ Logri]a,{z).

Par rapport a la méthode des differences finies 'écart
sur la valeur de 7 ainsi déterminée est de 3 x 107 % pour
z/Pe = 0,1 etde 1073 pour z/Pe = 0,4. Nous avons de
méme pour la température de mélange:

R R !
Tm - { ( q)(f‘)W(r)r dl“"(l;{z) ( ‘Pl W(F)I' dr“:
1

J1 Y
nR*—1)
ot [Reor)W(r)rdr a deja éte calcule précédemment.
Les nombres de Nusselt intérieur et extérieur sont dans
ce cas:

i

Nuy;
Nu,

1 —(Log R}(R —1)ay{z)
1+ R(Log R}(R —1)a,(z).

i

(e) Détermination numérigue apprachée, par la méthode
de Galerkin, du champ de tempeérature, de la tem-
pérature de mélange et des nombres de Nusselt

Pour les fonctions d'essais citées précédemment,
nous avons constaté que la solution ne converge pas
quand on augmente N et que I'approximation obtenue

pour N > 1 est peu differente du cas N = 1, ce résultat
nous a conduit par la suite a approcher la solution au
moyen de nouvelles fonctions d’essais.

Nous avons utilisé deux catégories de fonctions
vérifiant les conditions aux limites qui sont, d’une part,

=1
W, = sm(—w—mw m)ﬁ

R—1
dou,

AR

YW dr = 4R-1)9;
MRS

d;=1 pour i=j

avec ¢ | o

o;=0 pour i#]

et, d’autre part,
¥, =[tr—ir=R)Y
d’ou

R (ETIL

(2G+)+ 1)1

Pour ces deux fonctions d'essais la solution obtenue
converge quand N augmente. Pour les fonctions sinus,
on constate qu'a partir de N = 6, les solutions ob-
tenues sont identiques 2 1073 prés pour toute valeur de
z, 4 lexception d’une valeur trés voisine de z = 0, olrila
été nécessaire de dépasser N = 10 pour avoir une
solution invariante partout. Pour les fonctions po-
lynomes, la convergence est obtenue a partirde N = 2
¢t ce pour toute valeur de z a Pexception de z = 0.

— [P

R
(‘ \Pil‘pjdl“-: (—])
H

Y

4. METHODE DES DIFFERENCES FINIES

L'équation (1) est transformée en équation aux
differences; I'algorithme est celui de la méthode de
Crank-Nicolson. De plus, # varie de 1 4 R et
z/Pe, de 0 4 R(R—1)2 et les valuers des rapports
de rayons explorés sont \/6-» 2, 4et 16,

Le maillage comprend 101 noeuds.

L’espace mémoire est de 300 K, le temps de calcul de
0,25 par pas de temps et le nombre de pas de temps de
Pordre de 200.

5. INTERPRETATION PHYSIQUE DES RESULTATS

Nous avons ainsi déterminé la répartition de tem-
pératures, les nombres de Nusselt et la température
moyenne pour les rapports de rayons suivants: \/'12, 2,
4 et 16. Ces differents calculs ont été effectués par la
méthode de Galerkin et celle des différences finies. Les
résultats ainsi obtenus sont représentés sur les gra-
phiques suivants ou nous avons comparé les différentes
approximations correspondant A N =1, 2 et N = 15
aux résultats obtenus a partir de la méthode des
différences finies et ce, pour les deux derniéres fone-
tions d’essais.

Il ressort de cette comparaison que la solution
obtenue par la méthode de Galerkin coincide parfaite-
ment avec celle déterminée par les differences finies et
ce, & partir de N > 2 pour les fonctions polynomes et
de N 2z 6 pour les fonctions sinus. On voit sur les
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FiG. 3. Température de mélange en fonction de la longueur réduite pour R = 2 et pour différentes valeurs de
N avec des fonctions d’essais sous forme de sinus. La courbe correspondant & N = 15 coincide avec celle
obtenue par les differences finies.
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0,3}~

=——~ Polynomes

| L
/] 0,2 0,4
2/Pe
F1G. 4. Comparaison de la tempeérature de mélange en fonction de la longueur réduite dans Ie cas ou les
fonctions d’essais sont des sinus ou des polyndomes.

Nu,

Galerkin
=~ — = — Differences finies

o] 0,2 0,4
Z/Pe

FI1G. 5. Nombre de Nusselt extérieur en fonction de la longueur réduite pour R = 2 et pour differentes
valeurs de N avec des fonctions d’essais sous forme de sinus. La courbe correspondant a N = 15 coincide avec
celle obtenue par les différences finies sauf au voisinage de zéro.

1 1
[¢] 0,2 0,4
Z/Pe 2

F1G. 6. Nombre de Nusselt intérieur en fonction de la longueur réduite pour R = 2 et pour differentes
valeurs de N avec des fonctions d’essais sous forme de sinus. La courbe correspondant a N = 15 coincide avec
266 celle obtenue par les différences finies.
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Nu,

-—— Galerkin
=— = Differences finies

Z/Pe

F1G. 7. Nombre de Nusselt extérieur en fonction de la longueur réduite pour R =2 et R = 4. Les deux
méthodes de calcul donnent le méme résultat sauf pour les faibles valeurs de z/Pe et pour R = 4.

Galerkin
= === Differences finies

0,5

Z/Pe

F1G. 8. Nombre de Nusselt intérieur en fonction de la longueur réduite pour R = 2 et R = 4. Les deux
méthodes de calcul donnent le méme résultat sauf pour les faibles valeurs de z/Pe et dans le cas R = 4.

courbes que la température de mélange, les nombres de
Nusselt et la longueur d’¢tablissement du régime
thermique décroissent quand le rapport des rayons R
croit.

6. CONCLUSION

Nous avons d’abord dans un premier temps dé-
montré l'unicité de la solution de I’équation de
I'énergie dans le cas de I'écoulement annulaire la-
minaire. La méthode de Galerkin nous a permis
d’obtenir la solution développée sous forme de fonc-
tions d’essais et cela pour plusieurs valeurs du rapport
des rayons des deux tubes.

De la connaissance du champ de température entre
les deux tubes, nous avons déduit les expressions de la
température de mélange et des nombres de Nusselt
extérieur et intérieur en fonction de la longueur réduite
des tubes.

La comparaison des résultats ainsi obtenus a ceux
que nous avons déterminés avec un modele numerique
aux différences finies fait apparaitre une bonne con-
cordance.
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CONVECTION BETWEEN TWO COAXIAL CYLINDERS IN A LAMINAR PERMANENT
REGIME

Abstract— The equation of energy was solved in the cause of a laminar flow between two isothermal coaxial

cylinders maintaining a constant gradient in the annular layer. The evolution of the temperature field along

the tubes was determined by using the Galerkin method, as well as a finite-difference numerical model for

various radius ratios. The heat transfer between the two tubes, characterized by the outer and inner Nusselt

numbers, as well as the mixture temperature were calculated as functions of the reduced length of the tubes.

The comparison of the solutions found with finite-difference method and the Galerkin technique for various
trial functions revealed a good agreement.

KONVEKTION ZWISCHEN ZWEl KOAXIALEN ZYLINDERN IM
DAUERNDEN LAMINAREN STROMUNGSBEREICH

Zusammenfassung— Die Energiegleichung wurde im Falle einer laminaren Stromung zwischen zwei
koaxialen isothermen Zylindern, welche einen konstanten Temperaturgradienten in der ringfdrmigen
Schicht halten, aufgelost. Die Aenderung des Temperaturfelds lings der Rohren wurde mit Hilfe der
Galerkinschen Methode sowie eines numerischen Modells mit endlichen Differenzen fiir verschiedene
Radiusverhiltnisse bestimmt. Die Wirmetibertragung zwischen den Rohren, die durch die dussere und
innere Nusseltzahlen gekennzeichnet wird, sowie die Mischungstemperatur wurden in Abhangigkeit von
der reduzierten Rohrenldnge berechnet. Der Vergleich der mit Hilfe der endlichen Differenzen und
der Galerkinschen Methode fiir verschiedene Probefunktionen erhaltenen Losungen 148t eine gute
Ubereinstimmung erkennen.

JAMUHAPHA 1 KOHBEKUWS MEXKAY IBYMS KOAKCHUAJIBHBIMU UUWJIMHOPAMU

AnnoTauma — PeuleHO ypaBHEHME COXpPAHEHUS IHEPrUu 11 clydvas aMUHAPHOTO TEYEHUS MEXIY
ABYMS H30TEPMHUYECKUMH KOAKCHAbHLIMU LMIMHAPAMY MIPH MIOCTOAHHOM I'PAAUEHTE TEMIMEPATYPbI
B KOJILLEBOM cJloe. Pa3suTHe TeMepaTypHOro nosst BAOAb TPyO onpeaensnock ¢ MOMOLLBIO MeTOAa
['anepkMHA M KOHEHHO-PA3HOCTHOTO YHCJECHHOTO METOJAa AJs Pa3/M4HbIX OTHOLUEHMH paauycos.
TennooBmen Mexay AByMs Tpybamu, onpenensieMblit uucnamu HyccenbTa 47151 BHELIHETO W BHYTpEH-
HEro UMAMHOPOB, a TAKXKE TEMIEPaTypa CMecH OblIM pacCYMTaHbl B 3aBUCHMOCTH OT NPUBEACHHOIM
anuubl Tpyd. CpaBHeHMe pelieHHii, HalIeHHbIX KOHEYHO-PA3HOCTHBIM METOIOM H MeToaoM [anep-
KHHA 175 pa3audHbix NpoOHbIX ByHKLME, oOHAPYXHBAET XOpollee COOTBETCTBUE.



